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Die confocalen Flächen zweiter Ordnung. 


Man weiss, dass es Jacobi gelungen ist, eine Reihe 
von Problemen, welche das Ellipsoid betreffen, wie die Com- 
planation und Kubatur desselben, seine conforme Abbildung 
auf einer Ebene, die Bereshnung der geodätischen Linien 
und des, Potentials u. s. w., zu lösen durch die Anwendung 
der sogenannten elliptischen Coordinaten!), und aus der Art 
und Weise ihrer Einführung ersieht man unmittelbar, dass 
jene Aufgaben sich in gleicher Weise für die Hyperboloide 
jösen lassen. Um dieselben auch für die Paraboloide lösen, 
d. h. die hierbei auftretenden Differentialgleichungen integrieren 
zu können, wird es nötig sein, den Begriff der confocalen 
Flächen 2. O., von denen man ja bei der Definition der ellip- 
tischen Coordinaten ausgeht, derart zu erweitern, dass er 
auch für die nichtcentrischen Flächen giltig ist; alsdann wird 
man in der Lage sein, aus demselben gleichzeitig sowohl den 
centrischen Flächen entsprechend das elliptische Coordinaten- 
system als auch den nichtcentrischen Flächen entsprechend 
ein ganz analoges „parabolisches Coordinatensystem“ 
herleiten zu können, welches letztere nunmehr das Werkzeug 
ist, das die Lösung jener Probleme auch für die Paraboloide 
vermittelt. 

Das Wesentliche an den elliptischen Coordinaten ist 


1) Jacobi’s ges. W. Supplbd. p. 198—237. 


Br. 


ofienbar ihre Orthogonalität, sie bildet die Bedingung ihrer 
Anwendbarkeit; die ÖOrthogonalität ist die charakteristische 
Eigenschaft der durch die Gleichung 
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mittels des variabeln Parameters X dargestellten Flächenschaar 
zweiter Ordnung, welche mit dem Ellipsoid 


Pe 
a ara 


confocal ist. Ich will deshalb einfach ein orthogonales 
Flächensystem zweiter Ordnung als ein confo- 
cales definieren und zunächst den analytischen Ausdruck 
für dasselbe aufstellen. Es ist nun klar, dass man aüf diesen 
Ausdruck geführt wird, wenn man auch die Differential- 
gleichungen für die Krümmungslinien der Paraboloide inte- 
griert, aber abgeschen von der. Umständlichkeit dieses. Ver- 
fahrens würde sich der innere gemeinsame Character der in 
dieser Weise gewonnenen elliptischen und parabolischen Co- 
ordinaten nicht so getreu auch in der äusseren analytischen 
Form wiederspiegeln können, als dies bei dem Verfahren von 
Hesse der Fall ist, welcher bereits den in Rede stehenden 
allgemeinen analytischen Ausdruck für die confocalen Flächen 
2. OÖ. in seiner Raumgeometrie !) gegeben hat. Hesse macht 
nämlich darauf aufmerksam, dass der innere Charakter 
der confocalen Flächenschaar analytisch dann her- 
vortritt, wenn man die Gleichung derselbenin 
Ebenencoordinaten überträgt?) 


1) 3. Aufl. p. 341. 

2) Vgl. Hesse’s Untersuchungen über eonfocale Kegelschnitte in 
der „Ztschr. f. Math. u. Ph.“ Bd. XIX, und über Focaleurven in seiner 
Raumgeometrie 24. Vorl. An diese Untersuchungen lehnt sich die nach- 
folgende Entwickelung im $ 1 eng an. | 


BE RE 
' Die Gleichung .1) lautet in den orthogonalen Ebenen- 
coordinaten u, v, w: 
3) . (uw +52 + &w—1)— Alu +v?-+w2) = 0 


und stellt in dieser Form eine Flächenschaar dar, welche mit 
den beiden Flächen 2. Klasse; 


4) 22 + 22-2 wW—1=0 
und 
5) „+04 w = 0 


dieselben Tangentialkegel hat. Machen wir uns nun durch 
eine beliebige Coordinatentransformation von der speciellen 
Wahl des Coordinatensystems unabhängig, so geht die Glei- 
chung 4), welche nichts weiter ist als die in Ebenencoordi- 
naten ausgedrückte Gleichung 2), über in einen gewissen 
Ausdruck zweiten Grades 


6) F(uv,w), =0(, 
während die Gleichung 5) vollkommen ungeändert bleibt. 


Denn schreibt man die Gleichung einer beliebigen Ebene «, v, w 


zu yv+zwt+1=0 


in der Form 
— U —d --w 
rn nn m hu Pr 
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so erkennt man, dass die Coefficienten von x, y, z die resp. 


Richtungscosinus der Normalen der Ebene darstellen, wäh- 


rend der Ausdruck 
1 


Er Veto 
den Abstand der Ebene u, v, w vom Coordinatenanfangspunkt 
bedeutet; es bleibt mithin die Grösse 


1 
+2 u? = “ 


te! 


bei jeder Drehung: des Coordinatensystems constant. Nun 
ist aber wegen 5) in unserem Falle der Abstand p =», es 
wird also auch noch bei jeder endlichen Parallelverschie- 
bung des Coordinatensystems p =» sein, so dass thatsäch- 
lich die Gleichung 5) bei jeder Üoordinatentransformation 
ungeändert bleibt. Unsere confocale Flächenschaar 3) wird 
also nach der Transformation durch die Gleichung repräsentiert: 
[9) F (u, v, w)— (u vw) = 0. | 
Lassen wir nun hierin Fu, u) = 0 einen ganz allge- 
meinen Ausdruck zweiten Grades bedeuten, so schliesst | 
die Gleichung 7) auch die confocalen Paraboloide mit ein. 
Es lässt sich in der That zeigen, dass die durch 7) darge- 
stellte Flächenschaar eine orthogonale ist. 

Um dies zu erkennen, muss man zunächst die merk- 
würdigen Eigenschaften der durch Gleichung 5) dargestellten 
ausgezeichneten Fläche 2. Kl. studieren. Dieselbe ist, da 
ihre Gleichung, wenn u, v, w reell sind, nur durch die Annahme 


u), vb, ee 


befriedigt wird, eine Grenzfläche 2. O., welche ganz in der 
unendlich fernen Ebene liegt und auf dieser einen imaginären 
Kegelschnitt darstellt. Um die Natur dieses Kegelschnitts 
festzustellen, kann man durch ihn einen Kegel legen, dessen 
Scheitel der Coordinatenanfangspunkt ist. Setzt man 


u 
5: P, 3 vb 


so wird jede durch den Anfangspunkt gehende Tangential- 
ebene der Fläche 


a) Pr 
dargestellt durch die Gleichung 


b) | ie 


BL N 


Bildet man noch die Differentialgleichung 
e) zdp+ydq = 0, 
so findet man bekanntlich die Gleichung des in Rede stehen- 


den Kegels durch Elimination von p und q aus den drei 
Gleichungen a), b), c). Aus a) tolgt durch Differentiation: 


d) pdptada =, 
also aus c) und d) 
€) Be; 

2 g 


Durch diese Werte von « und y geht b) über in 
f) pt? +20. 


Durch Vergleichung von a) und f) folgert man 
8) | 2 =4, 


also ist wegen e) 


@ Y 


wodurch die Gleichung b) übergeht in 


8) e+y+2=0. 

Da diese Gleichung bei jeder Drehung. des Coordinaten- 
systems unverändert bleibt, so lässt sich der durch sie reprä- 
sentierte imaginäre Kegel 2. OÖ. auffassen als Kotationskegel 
bezüglich einer jeden durch seinen Scheitel gehenden Geraden 
als Rotationsachse. Auf einer jeden Ebene schneidet daher 
der Kegel 8) einen imaginären Kreis heraus, und der auf der 
unendlich fernen Ebene herausgeschnittene Kreis ist eben die 
Grenzfläche 5), welche man bekanntlich auch auffassen kann 
als den „unendlich fernen imaginären Kugelkreis“, 
durch welchen alle beliebig im Raume liegenden Kugeln hin- 
durchgehen. 

Dieser unendlich ferne imaginäre Kugelkreis hat ausser 
der Unveränderlichkeit seiner Gleichung bei einer Coordinaten- 


Be 


transformation noch eine andere bemerkenswerthe Eigenschaft.!) 
Zwei Ebenen %, %, wp und 4, v,, w, Sind bekanntlich har- 
monische Polarebenen einer Fläche 2. O. 6), wenn ihre Co- 
ordinaten in der Beziehung stehen 


INCH oF oF 
Kat A = F,—=0 


oder 


oF 
ern I = Fo =) 


wo Fi = Fo, denn es sind ja z. B. die Coefficienten von 
Up, %, wo In der ersten Gleichung nichts weiter als die Co- 
ordinaten des Poles zu der Ebene «,, v,, w,. Diese Bedin- 


“ 


gung wird nun für die Grenzfläche 5): 


Uu + %g%ı + Wow = 0, 

welche Gleichung aussagt, dass die beiden Ebenen %, %, %, 
und. ı,, %, w, auf einander senkrecht stehen. Je zwei zu 
einander senkrechte Ebenen sind also harmo- 
nische Polarebenen des „unendlich fernen imagi- 
nären Kugelkreises“, oder alleharmonischen Polar- 
ebenen dieser Grenzfläche 2. Kl. stehen zu ein- 
ander senkrecht. 


Die beiden Ebenen , v,, wp und 4, v1, w, werden nun 


0) 
harmonische Polarebenen einer Fläche der Schaar 7) unter 


der Bedingung 
Bio tom tw) — 0. 

Das erste Glied dieser Gleichung verschwindet, wenn 
die genannten Ebenen harmonische Polarebenen sind zu der 
gegebenen Fläche, das zweite, wenn dieselben auf einander 
senkrecht stehen, Jedes Ebenenpaar, welches auf einander 


senkrecht steht, ist mithin ein Polarebenenpaar für die ganze 
Fläche, wenn dasselbe ein Polarebenenpaar für eine Fläche 


1) Vgl. Hesse in Schlömilch’s Journal, Bd. XIX. 
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der Schaar ist. Legt man daher‘vor einer beliebigen 
Geraden an die Flächen der Schaar 7) Tangential- 
ebenenpaare, so werden die Winkel eines jeden 
Paares von demselben Ebenenpaar halbiert, denn 
letzteres ist ja ein senkrechtes harmonisches Polarebenenpaar. 
Wird die beliebige Gerade speciell zur Tangente an der 
Schnitteurve zweier Flächen, so fallen beide Tangentialebenen- 
paare zusammen, und wir erkennen somit, dass sich die 
Flächen der Schaar 7) orthogonal schneiden. Es 
ist also in der That die Gleichung 7) der analytische Ausdruck 
für die confocalen Flächen 2. O. | 

Da man das System der confocalen Kegelschnitte von 
den gemeinschaftlichen Brennpunkten aus zu definieren pflegt, 
so könnte auch hier die Frage gestellt werden nach dem- 
jenigen Elemente, welches dem System der confocalen Ober- 
flächen 2. O. als allen gemeinsames zu Grunde liegt. Dieses 
gemeinschaftliche Element sind die Grenzflächen der confocalen 
Flächenschaar 7), welche man bekanntlich ihre Focalcurven 
nennt.!) Zu ihnen gehört die näher untersuchte Grenzfläche 
5) selber, da sie dem Parameter X = ®% entspricht. Man 
kann daher die confocalen Flächen 2. O. definieren als die- 
jenige Flächenschaar, welche dieselben Focalcurven hat. Legt 
man von einer beliebigen Geraden Tangential- 
ebenenpaare an eine gegebene Fläche 2. O. und 
eine ihrer Focalcurven, so werden nach dem Früheren 
die Winkel beider Paare durch dasselbe Ebenen- 
paar halbiert; desgleichen bildet das von einer belie- 
bigen Tangente der Fläche 2. OÖ. an eine Focalcurve 
gelegte Tangentialebenenpaar gleiche Winkel mit 
der Tangentialebene der Fläche, ein Satz, der dem- 
jenigen über die Brennpunkte der Kegelschnitte völlig 
analog ist. 


!) Vgl. Hesse, Raumgeometrie 24. Vorl. 


Haben wir bei Einführung homogener Coordination ı, U,UzU, 


F(u,v,w) = Zoaywur, 
worin 


= Ok. und ,k=1,2,3,4, 


so sind die Focalcurven der confocalen Schaar bestimmt durch 
die Wurzeln A der Gleichung: 


eu TA 215 “14 

"09 a9 —ÄA Gy a4 
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es giebt also abgesehen vom unendlich fernen imaginären 
Kugelkreis noch drei Focalcurven der Fläche 2. O. Ist 


Rus = 0, d. h. die Fläche eine centrische, so kann man sich 


dieselbe bereits auf den Mittelpunkt bezogen denken, indem 
man %4 = %y = a, = 0 setzt; alsdann geht die obige 
Determinante über in: 


| a —ÄA Gy Cs | 
| 

091 Ggg—ÄA Mg =(, 
Oz 059 u 


eine Gleichung, welche aussagt, dass die Bestimmung der 
Grenzflächen mit dem Hauptachsenproblem der centrischen 
Flächen genau zusammenfällt; in jeder Hauptebene liegt daher 
eine Focalcurve. 


Die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
f&,9,2)=0 oder F(uv,w) = 


lässtsich, wenn man den Fall ausschliesst. dass die Hesse’sche 
>| N. 

Determinante verschwindet (Kegel oder Grenzfläche), je nach- 

dem eine centrische oder eine nichteentrische Fläche zu 

Grunde liegt, stets auf eine der beiden Formen reducieren: 


Ed 


a 
9) ee — U Au? —+ Bv?— CGu—1l= 
oder 
= 2 
10) = +, —ı:—0) au? + bo? — 2 — (, 


und 


ist. Die rechten Gleichungen sind genau die reciproken 
Functionen der linken. Die mit den Flächen 9) und 10) 
confocalen Flächenschaaren sind resp. dargestellt durch die 
Gleichungen: 3 


Ei) a IR rg 


12 „” 


Die Gleichungen für die Focaleurven der centrischen Flächen- 
'schaar 11) lauten in Punktcoordinaten übertragen: 


y? „2 
FE Eerası 

„2 me 
13) RT To y-0 

a2 y2 
a ed 


Von ihnen sind immer zwei reell, und eine jede bestimmt 
zugleich die übrigen. Für die Focalcurven der paraboloidi- 
schen Schaar 12) erhält man 


\=o,. d=a  Amb; 


also ist der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis für alle be- 
liebig im Raume gelegenen Paraboloide eine doppelte Focal- 
curve; die Gleichungen der beiden endlichen Focaleurven sind 


BA: 


y? | 
22a = 0 2—=0 


Ben 


14) 
x2 
— hd H+H=0 y=ßV, 


a—b 


zwei entgegengesetzt liegende Parabeln, deren gemeinschaft- 
liche Hauptsache die z-Achse ist, und von denen die eincin 
der yz-, die andere in der zx-Ebene verläuft. 

Ebenso wie man die Gleichung 11) zum Ausgangspunkt 
für die elliptischen Coordinaten genommen hat, kann man bei 
der Einführung der parabolischen Coordinaten von der Glei- 
chung 12) ausgehen. Es ist somit der innere Zusammenhang 
zwischen den elliptischen und den parabolischen Coordinaten 
vollkommen klargelegt.?) 


8 2. 
Die parabolischen Coordinaten. 


Will man, wie es Jacobi?) bei der Behandlung der 
elliptischen Coordinaten gethan hat, auch bei der Einführung 
der parabolischen Ooordinaten von einer mehrfachen Mannig- 
faltigkeit ausgehen, so hat man unter Zugrundelegung von n 
unabhängigen Variabeln die Gleichung anzusetzen: 


Eu 
Kr 9, jo 
Setzt man voraus, dass 


16) 475797... 4 


1) Wie mir erst nach Beendigung dieser Arbeit mitgeteilt worden 
ist, sind diese „parabolischen Coordinaten‘ schon erwähnt von Böklen, 
Analytische Geometrie des Raumes, Stuttgart 1861, p. 177 ft. 

2) „Vorl. üb. Dyn.“ 26. Vorl. Die im $ 2 gegebene Behandlung 
der parabolischen Coordinaten lehnt sieh an Jacobi an, ist jedoch ein 
wenig vereinfacht. 


en 


und bildet die Ausdrücke 


17) FA) = (kA—a,)A—a)...(A— an) 

und 

18) FÜ) = fü) E mer a a 
ron 


so dass also F{X) eine ganze Function n+1ten Grades in 
% ist, dann ergiebt sich aus 18): 
19) Fa) = f'(a).x2, 
worin bekanntlich 
20) Ska) = (a — a,) ... (a — a1) — a1)... (ui — an). 
Es ist demnach 

F-+») <O, Fa. UV,  Fiay Or. 

... Flax-ı) >0, Flax) <0,... 

F(a,) hat das Zeichen von (--1)r-1, 

P-%)- - - 00. (m 
Alle n-++1 Wurzeln der Gleichung ZA) = 0 sind also reell, 
uud man kann schreiben 
21) Fi) = — (A—A)A—As)...(A—Anı), 
wobei 
22) ta >4, >, > hu D>@ >... > >dı > a. 
Aus der Gleichung 4) folgt: 


23) EEE F(a:) BERIRe (ar - Au —A,)... (a — An)lar — An4ı) 
i f (a;) (w—a,).. .(u — v1) — 0i}1)... (a — an) 


Diese Gleichung liefert uns umgekehrt aus den krummlinigen 


Coordinaten 
Ay, Ay, Ay, 2. 0, Ant 


die Quadrate der unabhängigen rechtwinkeligen: 

a RE 
Da F(a,) das Zeichen von (—1)'-1, /'(a,) wegen 20) gleich- 
falls das Zeichen von (— 1)'-! hat, so sind die .,? stets positiv. 
Noch unmittelbarer als die x,” bestimmt sich z aus der Glei- 
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chung 18). Beachtet man, dass in ihr der Coefficient des 
zweithöchsten Gliedes, der Potenz %*, die Grössen x? gar 
nicht, die Grösse z aber linear enthält, so folgt mit. Berück- 
sichtigung von 17) und 21) durch Gleichsetzung der Coeffi- 


cienten: 

Ik Rt: 
oder 
24) gashi dar 


Durch Einsetzen der Werte von «2 und z aus 23) und 
24) muss die ursprüngliche Gleichung 15) identisch erfüllt 
werden. Ich will diese Identität nachweisen, indem ich in 
der Gleichung 15) die Grössen #;? durch die in 23) gegebenen 
Werte ersetze, wodurch sich eine zweite Bestimmungsweise 
von z ergiebt, deren Resultat mit 24) identisch sein muss. 
Zu dem Zweck sei gebildet; 


2 N la ee 5 
ı 10m. TG fa) Aa. fa)‘ 


eine Gleichung, die an die Partialbruchentwickelung einer 
rationalen Function erinnert. Die neu eingeführte Funktion 
F (%). hat die zwei Eigenschaften, dass sie vom n—lten 
Grade (höchstens) ist, und dass für alle «a, stattfindet: 
F(a,) = F(a,). 
Da aber die «a; die Wurzeln der Gleichung f() = 0 sind, so 
wird F'(%) in der Form darstellbar sein: 
F(h = FÜ)+(AA-HB).f(A); 

denn es lassen sich offenbar die Coefficienten A und D so 
bestimmen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite sich vom 
n-+-lten auf den n—lten Grad reduciert. Da nämlich nach 
21) und 17) 

F)=—- MHLmMEH-—... 

Or mas iu, 


so ergiebt sich sofort durch Vergleichung der Coefficienten:: 


EEE u 


Al, B=2.— EZ; 
also \ 
F(A) = FA) HA— Zhk+2a).f(A). 


Wir haben mithin: 


Li FM 
Si 1— 
ren fa) 7 


Zir- &a:. 
Durch diese Substitution geht Gleichung 15) über in: 
= th — In — 
p- 


Da aber diese Gleichung wegen ihrer Herleitung aus 15) nur 
identisch besteht für X%= X, %g, -.. Ayyı, für welche Werte 
gleichzeitig FR) = 0 ist, so hat man: 

22 = Zi 2a, D 
ein Resultat, das mit 24) genau übereinstimmt. 

Die Gleichung 15) ist für alle Wurzeln % identisch er- 
füllt; setzt man speciell X = %, und? = %,, worin Br und 
bildet die Differenz, so ergiebt sich die von z unabhängige 
Relation: 
25) 


N a 2 


3; 
1 4 (Au— a)» — ai) ® 


1=0. 


Es erhebt sich nun die Frage, was aus dieser Gleichung wird, 
wenn in ihr „= v ist, d. h. welchen Werth der Ausdruck 


m Et 


hat. Diese‘ Frage beantwortet sich sofort, wenn Gleichung 
18) oder: 
F(A) 5; 
FORT ER 1 


nach X differentuert wird. Man erhält dadurch 


Ba) FO U) E FE 


rar Aa 
also, da FQ,) = 0: | | 


EN 
F’(Ar) &. (Ar — 34)... (Ar — in-1)(Ar —Ar+1).. (Ar —An+ı) 
Fr) (de —ay)(Ar — ag)... (Ar — an—ı)(Ak — an) 
Da der Zähler nach 22) das Zeichen von (— 1)*-1, desgleichen 
der Nenner das Zeichen von (—1)'-1 hat, so sind, wie es 


27) L,=-— 


wegen 26) sein muss, alle /, positiv. 
Will man das Quadrat des Linienelementes 


ds? = Z da? de? 


bilden, so hat man aus 23) durch logarithmische Differentia- _ 


tion abzuleiten 
Zar N dar 


Ci 1 A: di i 
und hieraus durch Quadrierung 


n+1ln+1 diu dis 
Br Del 
a u 


und durch Summation über 7 


g R sei Er N f 3 X, 
>57, ne d = Ü . 
4 en ds; | sis ei udAy n a 


Addiert man hierzu das Quadrat der Differentialgleichung 
von 24): ; 


n+1lntl 
4d? = Zu Zv dku.dAy >» 
N 1 


so folgt vermöge der Gleichungen 26) und 27): 
28) Ads—= 3 Irdir. 


Diese eleganten Untersuchungen werden uns unten in 


sofern von hohem Nutzen sein, als sie uns umständliche 


Rechnungen ersparen. 


Wir wenden uns jetzt speciell zum hyperbolischen Para- 


boloid, dessen Gleichung wir in der Form annehmen: 


a2 2 


ER 


wo a und Ö positive reelle, sonst aber beliebige Grössen be- 


Ze INDE 


deuten. Die Schaar der mit demselben confocalen Flächen 
wird dargestellt durch die Gleichung: 


30) N a ran: 


31) a x =0 
32 een 
32) ab 107.08 Et 


Ich will nun der Kürze wegen die Fläche 


2 2 


+, 2-0 a>0O 2>0 


Ye 

a 
ein positiv gelegenes elliptisches Paraboloid, dagegen eine 
Fläche von der Form 


2 3,2 
FRE EHER 
RER T%2= 


ein negativ gelegenes elliptisches Paraboloid nennen, je nach- 
dem die Richtung vom Scheitel nach dem Berührungspunkt 
der unendlich fernen Ebene mit der z-Achse gleichlaufend 
oder ihr entgegengesetzt gerichtet ist. 


Lässt man nun in Gleichung 30) den Parameter % alle 
reellen Werte von —& bis +% durchlaufen, so erhält man 
für X%= —@ die unendlich ferne Ebene; dann folgen positiv 
liegende elliptische Paraboloide, die sich immer mehr zu- 
‚sammenziehen und deren Scheitel auf der negativen z-Achse 
in‘ der Riehtung nach dem Anfangspunkt bis zum Punkte 


RER A 
u; hinrückt. Für %\= —Db —$d, worin $ positiv un- 


‚endlich klein, geht die Fläche über in die doppelt überdeckte 
xz-Ebene, und zwar offenbar in denjenigen Teil, der von 
‚der Focalparabel 32) eingeschlossen wird. Für %= —b-+6 


wird sie sofort überspringen in den ausgeschlossenen Teil 
%* 


£4 
-_ 


— 20 — 


derselben Ebene. Wächst A weiter, so erweitert sich diese 
doppelt überdeckte Ebene in hyperbolische Paraboloide, welche 
schliesslich für %=«a— $ zusammenklappen in denjenigen 
Teil der doppelt überdeckten yz-Ebene, welcher von der Focal- 
parabel 31) ausgeschlossen wird. Für = a+-9 erhalten wir 
den eingeschlossenen Teil in derselben Ebene, der sich bei 
weiter wachsendem % ausdehnt zu einer Schaar von negativ 
gelegenen elliptischen Paraboloiden, deren Scheitel in der 


5 a 
Richtung der positiven <-Achse vom Punkte 2 = 5 aus immer 


weiter rückt und welche sich immer mehr erweitern, bis sie 
für (= +% schliesslich wieder mit der unendlich fernen 
Ebene zusammenfallen. 

Es geht also durch jeden Punkt des Raumes ein positiv 
gelegenes elliptisches, ein hvperbolisches und ein negativ ge- 
legenes elliptisches Paraboloid. Diese drei Flächen be- 
stimmen aber nicht einen Punkt, sondern im ganzen vier, 
welche auf einer Parallelebene der «y-Ebene, und zwar sym- 
metrisch zur yz- und zw-Ebene liegen. Es wird daher ein 
Punkt im Raume eindeutig bestimmt sein, wenn man ausser 
den drei paräbolischen Coordinaten noch das Verzeichen von 
x und y kennt, — dasjenige von z ist durch die parabolischen 
Coordinaten eindeutig bestimmt, 

‘Wir wollen nun die allgemeinen Formeln 15) bis 28) 
specialisieren für unser hyperbolisches Paraboloid, und zwar 
für den Fall, dass wir dasselbe festhalten und jeden Punkt 
desselben als Schnittpunkt eines confocalen positiv liegenden . 
und eines confocalen negativ liegenden elliptischen Parabo- 
loids auffassen. Wir haben alsdann zu setzen: 


me SE ee 17, N es, . ee — ie 
n = 2; yigg ey; 41=, wm —b; 


Koh sb, h=u; I, --L, DEM 


‘Dadurch geht 15) über in 29) und 22) in 


wurd = 


ee 
ta<ı<te, 


und die drei confocalen Flächen sind repräsentiert durch die 


33) 


Gleichungen 


a2... y2 
ANBTEITE SEIT ; 
pe el hyp. Par. 
PIE 
34) DE —= 0 .neg. lieg. ell. Par. 
a“ y? 
este al rl pos. lieg. ell. Par. 


An Stelle der Gleichungen 23) bis 28) erhält man, wenn man 
noch zur Abkürzung und um die Nenner zu vermeiden 


35) k? = RLEN ’ Er == neh 
ab a—+b 


setzt, wobei k und A reell und k+%”"—=1, ohne weiteres 


der Reihe nach: 


= — K” (a —1)(a— u) 
ag = —12(b42)6-+u) 
22 = A+u—a-+) 


a2 


y? ur 
KOSTEN A 


37 ee 
® a N ur 


r? y2 
EIER NER Te ri 


2. Muh) 
(a—A)(b-+-A) 
38) L>0, M>0O 
ae ee) 
(a— u) +) 
39) 4ds? = Ldi?+ Mau. 


In 36) sind die Ausdrücke für «? und y? wegen 33) po- 
sitiv. Die Gleichungen 37), welche nichts weiter sind als die 


Differenzen je zweier Gleichungen des Systems 34) sagen aus, 
dass je zwei Flächen des Systems 34) sich orthogonal schneiden. 

Mit Hilfe der eben entwickelten Formeln, die an Ein- 
fachheit, Symmetrie und Eleganz nichts zu wünschen übrig 
jassen, kann man mit Vorteil alle Probleme behandeln, welche 
die Paraboloide betreffen. Ich wende mich nunmehr speciell 
zu der im Thema gestellten Aufgabe. 


un 


5) 
[97 


Die conforme Abbildung des hyperbolischen Paraboloids 
auf einer Ebene. 


Ist eine Fläche conform auf einer Ebene abgebildet, so 
sind bekanntlich entsprechende unendlich kleine Dreiecke 
einander -ähnlich, die Bedingung hierfür ist, dass die von 
einem Punkte der Fläche ausgehenden Linienelemente pro- 
portional sind den entsprechenden Linienelementen in der 
Ebene. Diese Proportionalität ist analytisch auszudrücken. 

Es sei das Quadrat des Bogenelements auf einer mittels 
der orthogonalen Parameter X und u. dargestellten Oberfläche 


4ds? = Ld4- Mau, 


das Quadrat des entsprechenden Bogenelementes in der Ebene 
do? = d&?—+dn?, 

wo & und n die rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene 

sind. Dann gilt also die Beziehung 


do = mds, 


worin m das Ähnlichkeitsverhältnis ist, das nur von % und u, 
nicht aber dA und dp. abhängig ist. Es kommt nun darauf 
an, zwei Functionen von A und y. 


s=p(,u) n=q(k, u) 


ER N. Se 


derart zu bestimmen, dass jene Beziehung erfüllt ist, d. h. 
es muss die Differentialgleichung 
dp? +dg? = m?(4Ld4?—-1Mdu?), 

in der noch m unbestimmt ist, integriert werden. Da sich 
die linke Seite in zwei complexe Linearfactoren zerlegen lässt, 
welche vollständige Differentiale sind, so muss m? von einer 
solchen Beschaffenheit sein, dass dies auch für die rechte 
Seite möglich ist, und es ist die einzige Aufgabe bei der 
conformen Abbildung einer Fläche, m? demgemäss zu be- 
stimmen. Für den Fall der Flächen 2. O., auch der para- 
boloidischen, ist dieses besonders leicht. Setzt man in die 
letzte Gleichung aus 38) die Werte für L und M ein, so er- 
hält man 


} FR (1 A(u— 4) u(l —u) 
m nee En la Ber 


und man hat nur 
C2 


A—y 


mi — 
zu setzen, wo (€ eine reelle Oonstante ist, die sich noch 
zweckmässig bestimmen lässt, um diese Gleichung (auf zwei 
Arten) in die beiden folgenden zerlegen zu können, in welchen 
auch die rechten Seiten totale Differentiale sind: 


C en c 
TE % (a y6 En Ar Vege 1% 


C —ı AR 
dp—idq = SV ngür Ve 


woraus folgt 


G ra OT ee 
p=--V ———— di +d A 
PT2V Kay)“ je (a—a)Fa)“ 
Hat man hieraus p und 9 bestimmt, so sind alle conformen 


Abbildungen auf der Ebene £, n in der Form enthalten 


s+n=f(ptig), 


ARNDT. WINE ROMAN 


wo f eine beliebige analytische Function bedeutet. Dass 
dieses sich so verhält, folgt einerseits daraus, dass nicht nur . 
a d llgemein e f'(p tig) ein integri d 

— ———, sondern & — ——f'(p tig) ein integrierender 
Vi—a' ae, : 

Factor des linearen Differentialausdruckes 

3yLaA+3yMau 

ist, andererseits aus der bekannten Eigenschaft einer jeden 
analytischen Function, dass durch dieselbe zwei Ebenen con- 


form auf einander abgebildet werden. 
In der That haben wir, wenn wir noch zur Abliensne 


fp+a)= P-iQ 
"pp iQ 
setzen, durch Differentiation 
dS—+idn = (PHiQ)(dp Lidg) 
ds — idn = (PFiQ)(dp + idg), 


und hieraus durch Multiplikation 


do? = (P?+ op 


de 


Wir haben also eine conforme Abbildung mit dem Ähnlich- 
keitsverhältnis 


Der Unterschied, der durch die Verschiedenheit des Vor- 
zeichens bedingt wird, ist leicht ersichtlich. Da nämlich 


dS = Pdp— Qdq 
tan = Qdp-+ Pdg, 


d. .dı . 
so folgt, wenn = tga und A tg gesetzt wird, 


ds 


Qa+Piga _ | mag 
PZ= tea "Ql2- Olga) Re 
N ee 
dtga. (P- Qtgo) 


tige = 
also 


Wächst nun « von 0 bis 2r, so. ist dtga stets positiv; da 
auch die rechte Seite der Gleichung stets positiv ist, so muss 
im Falle des oberen Vorz. « wachsen, im Falle des unteren 
Vorz. «x abnehmen, damit auch + dtgx positiv ist. 

Im ersten Falle sind nicht nur die von zwei entsprechen- 
den Punkten ausgehenden Linienelemente proportional und 
bilden dieselben Winkel, sondern diese Winkel folgen auch 
in derselben Drehungsrichtung auf einander, so dass „direkte 
Ähnlichkeit“ stattfindet. Im zweiten Falle sind die Drehungs- 
richtungen entgegengesetzt, und es findet „inverse Ähnlichkeit“ 
statt. Man kann mithin das Vorzeichen stets so wählen, dass 
direkte Ähnlichkeit stattfindet. | 

Von direkter und inverser Ähnlichkeit kann man jedoch 
nur dann sprechen, wenn man eine bestimmte Seite der 
Fläche ins Auge fasst, auf welcher die Abbildung stattfinden 
soll, z. B. die positive').. Als positive Seite der Fläche 
f(& 9% 2) = 0.kann man z.B. diejenige definieren, für deren 
Nachbarpunkte f (#, y, 2) > VD ist, als positive Seite der 
&n-Ebene diejenige, nach welcher hin sich die Richtung der 
positiven (-Achse erstreckt. Nimmt man jedoch die andere 
Seite dieser Ebene als die positive an, was sich durch Ände- 
rung der Richtung der Coordinatenachsen stets machen lässt, 
so wird sich auf dieser auch die Art der Ähnlichkeit um- 
kehren, d. h. hat man auf der einen Seite eine invers ähn- 
liche Abbildung, so hat man auf der andern eine dirckt 
ähnliche und umgekehrt. Es besteht mithin zwischen beiden 
Arten der Abbildung durchaus kein wesentlicher Unterschied; 
und will man immer nur eine und dieselbe Seite der Projek- 
tionsebene ins Auge fassen, so kann man das Vorzeichen 
stets so wählen, dass man eine direkt ähnliche Abbildung 


l 
erhält. Nimmt also tga = Ip zu, wenn man auf der (oben 


1) Vgl. Gauss’ Werke IV. Bd. 


ET 


definierten) positiven Seite der gegebenen Fläche einen posi- 
tiven Umlauf macht, so ist in diesem Falle das obere Zeichen 
zu wählen, nimmt es ab, so das untere. 2 

Den unteren Grenzen der Integrale für p und q kann 
man bestimmte Werte beilegen, da ja die willkürliche Func- 
tion schon alle Fälle umfasst. Wegen 33) wählt man zweck- 
mässig 


A he - 
EN ER Ara are > cL 
Yp=,/V : dA ar = fr aid 
2’ V la—metn 2/1 


Man erkennt auf den ersten Blick, dass diese Ausdrücke 
elliptische Integrale zweiter Gattung darstellen. Die Ver- 
zweigungspunkte sind | 


a —b oO u. 


In den Punkten a, —b und 0 verhalten sich die Integrale 
stetig; um den Punkt © zu untersuchen, kann man etwa 
schreiben 

) 


Be ., 
el Ve” 


der erste Factor unter dem Integralzeichen ist bei Annähe- 


rung an den Unendlichkeitspunkt beliebig wenig von der 
Einheit verschieden; es wird mithin p unendlich wie die 
Function C’vVA, desgleichen qg wie die Function Cy—a. Die 
Variable X geht von a bis oo, u» von —b bis — oo; wir 
wollen nun, um die kanonische Form zu erhalten und später 
die Jacobischen $-Functionen anwenden zu können, die In- 
tegrale 40) derart transformieren, dass die Variabeln die Werte- 
reihe von 0 bis 1 durchlaufen, wodurch der Punkt 1 zum 
neuen Unendlichkeitspunkt wird, und dass ferner der Ver- 
zweigungspunkt 0 in die Unendlichkeit verlegt wird. Als 
anzuwendende Substitution hat man sufort 


mar 


41) 1 - — 


Sieht man noch vom Vorzeichen von q ab, da das doppelte 

Vorzeichen schon in dem Ausdruck /(p=&g:) vorgesehen. ist, 

und setzt, um möglichste Einfachheit zu -erzielen, die unbe- 

bestimmte Constante TER] so erhält man unter Be- 
VYa+b 

rücksichtigung der Bezeichnungen 35) an Stelle der Glei- 

chungen 40): 


s 


49) Sage {A 1" 4 ds RR 
7 (1—s) Vs (1—s)(1l — Is) 


-f k2.} dt 
GV Ai 


Die ae k und 4 sind demnach die Moduln 
der elliptischen Integrale. Setzen wir nun 
3 =/sn?(u,)k) ver 8ntılıy E); 


und treffen, um Eindeutigkeit für vu und v zu erzielen, die 
Bestimmung, dass etwa u von O bis X und v von O bis X 
gehen soll, wo 


% a du x, das] 
u V(1—u)(1 — ku) SE Re wi 
RES) IKT r . 
so werden s und t ihre sämmtlichen Werte von 0 bis 1 ein- 
mal annehmen. Die Substitutionen 41) gehen nunmehr 
über in 


a —b 


=) = ea) MT nee, 


Schreiben wir der Kürze wegen 
sn (w, k) = snw,.. su (%; k’) = snv 


u. S. w., indem wir uns eine jede elliptische Function von u 


a I 


auf den Modul k, eine jede elliptische Function von v auf den 
Modul k‘ bezogen denken, so werden durch die gewonnene 
Substitution 43) die Gleichungen 36), welche den Zusammen- 
hang zwischen den rechtwinkligen und den parabolischen 
Coordinaten der Punkte unserer Fläche geben, übergehen in 
folgende ebenso einfache wie elegante Form: 


snz dn® 
Bee 


44) yob age 


Das doppelte Vorzeichen, das vor den durch Ausziehen 
der Quadratwurzel gewonnenen Ausdrücken für x und y zu 
..stehen hätte, lässt sich dadurch beseitigen, das man den 
Geltungsbereich von « und v erweitert, welche bisher nur 
zwischen den Grenzen 0 und Ä resp. X‘ variierten. Da sn 
eine ungerade Function, en und dn aber gerade Functionen 
sind, so wird durch Änderung von « in —u x übergehen in 
— x, während y ungeändert bleibt; desgleichen wird durch 
Änderung von v in — v x ungeändert bleiben, während y in 
— y übergeht. Definieren wir also 


—K<u<+K 


45) 
re KR, 


so sind sämmtliche Vorzeichen-Combinationen von = und Y 
möglich. Und setzen wir nun 


46) 


so sind alle conformen Abbildungen des hyperbolischen Para- 
boloids 44) auf der Ebene &n in dem Ausdruck enthalten 


&-+-in = f(Qutißo), 
und das Ähnlichkeitsverhältnis wird 


1 cn%.cnv 
ab Vk2en2u + %k'2cn?v 


UF) Ru iR). 


Die Gleichungen ‚ u = const und v —= const stellen noch 
immer die beiden Schaaren der Krümmungslinien dar; durch- 
läuft « die Werte von — K bis + X, desgleichen vo die Werte 
von — K' bis + K', so erhält man sämmtliche Krümmungs- 
linien des hyperbolischen Paraboloids und jede nur einmal. 
Da man aber z. B. für X%= %, die beiden Werte v= u, und 
u= —.u, hat, so wird durch die neue Parameter-Darstellung 
44) der Flächengleichung, welche vor der früheren den grossen 
Vorzug hat, dass sie die Punkte der Fläche eindeutig be- 
stimmt, eine jede Krümmungslinie % oder vw. in ihre beiden 
Zweige zerfällt. 


S 4. 
Die Function 2. 


Hat man das Radikal des elliptischen Integrals Zweiter 
Gattung auf die Verzweigungspunkte 


reduciert, so kann „der Unendlichkeitspunkt des Integrals 
mit einem jeden dieser vier Verzweigungspunkte zusammen- 
fallen, und es sind dementsprechend die vier Hauptformen 
des elliptischen Integrals zweiter Gattung: 


IK?2 da FM Nr 4dar. 
Veli=a) (1—k%z) Vei Aue) 1-z)(1- k?z) 


h sh de f il'2d 
ze (1 -2)Yz(1—z)(1—h?2) “ (1 —k?’z) Yz(I—z)(L—R?z) 


Dieselben lassen sich durch Vertauschung der Verzwei- 
gungspunkte mittels leicht zu bildender linearer Substitutionen 
in einander überführen, wobei noch ein elliptisches Integral 
erster Gattung hinzutritt; es ist jedoch diese Thatsache für 
unseren Zweck von keiner wesentlichen Bedeutung. Setzt 
man z = 2, so erhält man die Integrale 


x x FB 3 x 3 
222 de da ı KK de N k' da 
Neon) ar Nash MN DL (1— ka) Az 
1 fi) Ö 


w Ax= vVia—aı — h2g2), oder wenn x = snu: 


WU 


it 
& du 

Zu k2sn?2udu Zu= —— 

. sn? 

0 


et ; ‚2 

e du "k du 

Du == / 5 2, u — dn:x 
° . U 


Diese Functionen sind analytisch ihrer Definition nach, 
eindeutig, weil die Residuen in bezug auf die Unendlich- 
keitspunkte der Differentialausdrücke verschwinden. Die 
Eindeutigkeit zeigt sich auch bei der Entwickelung in #- 
Functionen; dann werden die charakteristischen Bestandteile 
jener Functionen ausgedrückt sein durch 

Hu Hu Ha Au 
du, Hu: u, 0% 


In den Lehrbüchern ist in der Regel nur die Function 


DR 


» 


U 
5 Hu 
Zu = / 2 snudu = fu — — 
R S Au ” 
0) 


worin 


2K 
| 1 ug 90 
= ggf rn udu = 50 >0, 
0 


behandelt"); es ist aber klar, dass sich die übrigen Functtonen 
genau in der nämlichen Weise behandeln lassen. Man kann 
daher beim Studium der Function Su ihre Eigenschaften ent- 
weder selbständig entwickeln oder sie aus denjenigen von 
Zu herleiten. 

| Ein Weg, der sich bei der zweiten Methode einschlagen 
lässt, soll nur mit wenigen Worten angedeutet werden. Nas 
erste der zu Anfang dieses $ stehenden vier Integrale erhält 
man aus dem dritten durch zweimalige cyklische Vertauschung 
der Verzweigungspunkte 


die anzuwendende Substitution ist also 


1—K?z' 


ee R21— 2’) 
Setzt man hierin 


so ergiebt sich 
u" =u+K-+Ki. 
Die Substitution ist also aequivalent mit der identischen Formel 


4‘ 


er RL IE n E Pd ehne 
an, iken (u K+K'i), 


aus welcher die Beziehung zwischen Zu und 2 herzuleiten 
ist. In der That ergiebt sich 


1) 8. z. B. Laurent, fonct. ell. p. 111, Hermite, Übersicht der 
ell. F. übers. v. Natani p. 75. 


Br 


. 
RQu= Zu K+KÜ)—Z(K--K') — ku 

und hieraus mit Leichtigkeit die 9-Forme] der Function Qu. 
Man kann aber mit einem Schlage alle vier Functionen 

ohne jede Recursion in den % ausdrücken auf folgende Weise. 

Beachtet man nämlich, dass der Zusammenhang zwischen den 

elliptischen und den $%-Functionen durch die. Formeln ge- 

geben wird 


Hu ME: H, u — 0,.u 
nu— — — ige 
Ä r ER a une Vk Yu 


so kann man, wenn man den Logarithmus nimmt und zwei- 


mal differentiiert, daraus ableiten: 


H'u 9 1 
— DINANIER 
Er Es a Er un 


Hm]: BD, ke"? 
a ge PR 
e 7 10% re a A 


& 
9 u O' u 
ae == Es 4%? sn‘ we 4 
An Stelle dieser drei Gleichungen kann man bei Ein- 


führung einer neuen Function eu die vier Gleichungen 


schreiben: 


Da bekanntlich eine jede Function Br doppelt-perio- 


disch ist, so ist auch ou eine doppelt-periodische Function 
von der zweiten Ordnung mit den Perioden 2X und 2K%; 
da aber die Unendlichkeitsstellen in allen vier Ausdrücken 


verschieden sind, so muss @u constant sein. Setzt man 
u= 0, so erhält man für diese Constante 


"0 H,O 9,0 
FE TU H,O a 0,0 +® = 
also ist 
! ; n 
Zu = Zu tu—Kk)- 5" 


HA,‘ 
Qu — du, 2 u = a-Hur gt 


Setzt man noch 


8."0 In? gt44+9P-+... — nz 
47 a = 1 = — — 0 Ki 
BRAUN urRE Ita Ft. Irre | 
so hat man | | 
en H,w') 
3) | Ru = wmu— Hu > 
Da 
H,(—u) = Hu 
und also 
H, (— u) 2 H, u 
H(-uW) H,u 


ist, so ist Qu eine ungerade Function. Da ferner u 
zwischen — X und +.K definiert ist und K der kleinste 
absolute Wert ist, für den u unendlich werden kann (denn 
die Nullstellen von Hu sind ja durch den Ausdruck 
(Zm+1) K+2nK' 

gegeben), so lässt sich unsere Function in eine Potenz- 
Toihe entwickeln von der Form: 

Qu = Aut Bu’ Cu ..., 
deren Coefficienten von X und X’ abhängen, und die con- 
vergentistfürJu! <K,d.h. für unser ganzes Inter- 
vall. Auch umgekehrt wird « eine eindeutige Function von 
S2u sein, wenn man sich auf dieses Intervall beschränkt. 

1) Es erscheint recht merkwürdig, dass die Abbildungsfunction Qu 
hier eine eindeutige ist, während man es bei der Abbildung der 
centrischen Flächen mit Integralen dritter Gattung, d. i. mit Logarithmen 
von %-Functionen zu thun hat. Vgl. Jacobi's ges. Werke Bd. 2, p. 409, 


Supplbd. p. 2:7. 
3 


Da 
k'2 
— endu 


Mu >10, 


so wird Ru im Intervall von —K bis +K fortwährend 


wachsen. Da ferner 
3k?snudnu. 
Nu = . 
cn®u 


so ist u = 0 Inflexionspunkt der Curve, und da 20 = k“, 
so ist der Neigungswinkel der Tangente im Inflexionspunkt 


t %'2 W 
| = arctgk < 4° 
Beachtet man noch, dass 
2=0 RK=n U—-K)=—o, 
so ist der Verlauf der Function 2 innerhalb ihres Intervalls 


hinreichend klar. | 
Um eine tiefere Einsicht in die Natur der Function 


H,'u 
H,u 


Su = wu— 


zu bekommen, fassen wir sie auf als analytische Func- 
tion der unbeschränkten complexen Variabeln ut), 
und wollen zunächst zusehen, was aus ihr wird, wenn wir 
das Argument um Vielfache der Grössen X und :K‘ ver- 
mehren. 


Dazu führen wir die Grössen ein 


I KıRı Ki 


k'2d R'2d 
49) ;; N 
r cn?u ; en?u ? 
ZR 0 


Ki 


worin die Integrale geradlinig sein sollen, so dass also 


KKÜ)=Hi A—K+Ki) = H-+MHi 


1) Die nachfolgende Theorie gilt für jede elliptische Function zweiter 
4 


Gattung 2 


Fu 


ne 


Da 
H,(u+Ki) O9,u wi 
H,.u+Kki) Ou  2K 


und 
9.0.6 K =:0 


ist, so ergiebt sich für #/ und 4’ sofort 
H=—-Koa>0 
30) 
H= K’ Ch 
— a5’ 


und hieraus durch Elimination von a. die bekannte Formel 


51) KH-+HK'— 3 ) 

Es ist noch zu untersuchen, was aus // und HH’ bei 
einer Vertauschung von X und Ä‘ wird. Diese beiden 
Grössen K und Ä' stellen sich in der Theorie der ellipti- 
schen Functionen, als Periodieitätsmoduln barechnet, zunächst 
auch als bestimmte Integrale desselben Ausdrucks zwischen 


verschiedenen Grenzen dar, nämlich 


Sul 


1 
dx dx 
K= ———— Ki= — —— 
er (1 -k?x2) : : x2)(1— 2x2) 
0 1 


Macht man aber in der zweiten Gleichung die Substitution 


24a, 
so erhält man 


1 
N dx Ei, 
I vVi-ar)(L —%a%) 
0 


so dass bei einer Vertauschung von k und k' sich auch X 
und X’ vertauschen. Auch FH und H' lassen sich als be- 


1) Ich habe abweichend vom gewöhnlichen Gebrauch die Grösse A 
mit dem Zeichen plus versehen, damit bei Vertauschang der Moduln & 
und k“ nicht nur A und A’, sondern auch 4 und H' in einander über- 
gehen, wie gleich nachher gezeigt wird. 

BE 


SE 


stimmte geradlinige Integrale in analoger Weise darstellen. 
Setzen wir zu dem Zwecke in,49) snu=», so ist, da im 
zweiten Integrale die Variabele u die imaginäre Reihe von 
0 bis Ki durchläuft, noch zu untersuchen, was snu bedeutet, 
wenn u rein imaginär. Schreiben wir | 

.SDn% 

cn“ 


= {nu 


und vergleichen die beiden Diflerentialgleichungen 


we Na EZ Re re 
z = su@ a 22) (1— k222) 
. 
er a 22) (1+ k2z#) , 


welche letztere leicht abzuleiten, so erkennen wir, dass die 

erste vom Modul abgesehen in die zweite übergeht, wenn 

wir in ihr z@ statt z und x statt = schreiben, so dass also 
Zi Baur) 

Mithin ist 

ee (x. k‘) 1) 

"en(e, k‘) 


Sn (a, 0). —= 


Setzen wir nun im ersten Integral 


1 
cz=snuw > sn (Ki 8) — BES 
im zweiten | 
‚so(n, k 
y- su =D —i le _ 


so wird & von 0 bis — K, n von 0 bis +‘ gehen, mithin 


1) Ebenso findet man 


Be 
cn (xi, Eee en (x, k') 
"und da 
z da (a,} k' EN 
a — MRS 


Yal. Jacobi, fund. nova $ 19, Ges. W. Bd. I. p. 85, 86. 


SEE. 


x von — oo bis Br y von 0 bis +. Da demn ach 


I’ ® 
dy 
EN ee 
und, weil 
Ba Ba 
du wer 
auch 
de 0 dyi 0 
du S du 
ist, so hat man 
dx ts dyi ir 
„  va-ma-e) u - + VaFFareN. 
Es ist also 
= 
nf k'2de 
(1 1—asya — 22)(1—k?x) 


fe Kr dy 
H = 2 en 
; 1+Y9)YA-+y) (14 k%y2) 


Die Functionen .unter dem Integrale wechseln nie ihr Zei- 
chen, und die Variabele läuft durch keinen Verzweigungs- 
punkt, es sind also // und /7' positiv. Um 7’ auf die Inte- 
gralgrenzen von 4 zu transformieren, hat man nach dem 
Obigen die Substitution 

k2y2 = k'?a?—1 


anzuwenden, in der stets 


a Yin 
sein mag, so dass « mit y wächst, dann ist 
k2ydy = k?xde 
y=-+ yW?22—ı (denn y> 0) 


R(14+y2) = ka = 1 
1-1 Kay — K'2a2, 


BEN 1 ae: 


also folgt in vollkommenster Analogie 


5 


le? dx 
ee 3 
! 22) Y (L—a2) 1 h2ee) 
2 
Biel, k?dı 
d-a9(ya—ad) (1 — 2) 


Eine Vertauschung von K und Ä'‘ wird also eine 
Vertauschung von H und H' zur Folge haben. 


Aus den Beziehungen 
H'(u—2K) Hm 
Ha 2R) Hu 
H, (u+2K' i) Hu mi 
FA, nr 2Ki ‘) Tr F ER 


folgen sofort die Fundamentalgleichungen der Function Lu; 
2a —2K) = Qu+2H 
NKu+2Ki) — Qut2Hi. 
Bei Aenderung des Arguments um —2K und 4+2K: 
vermehrt sich also Su wie jede elliptische Func- 


tion zweiter Gattung um gewisse positive Con- 
stanten 24 und 2H“. 


55) 


Hieraus folgt 
M—2K)—=2H U2Kr) = 2H'i 
Q--2K--2K') — 2H-1 2 Hi, 
demnach ist auch 
Sim K En nu an 


wo m und m’ alle positiven und negativen ganzen Zahlen 
bedeuten. 


Die letzte Formel ist nur ein specieller Fall des Ad- 


a Me 
ditionstheorems für Qu, das sich entweder selbständig oder 
aus dem für Zu: 
Z(u--a) — Zu— Za = k?snusnasn (ua) }) 
leicht herleiten lässt. Setzt man nämlich 
a=K-+Ki, 
so folgt 


snadna 2) 
eu ” 


Du = Zu—k?ut 


und hieraus leitet man ab 


sns sna sn(u--.a) 
ena cna cn(u-ta) 


u -+a) — Qu — Na — k'? 


Da nach Gudermann 


dn 


sn ——# 7 Ze —uEeChN Be 
2 Yı+k 2 vyı-r 


so kann man z. B., wenn 


“ k' K a 
K 1 Ras En, 


gesetzt wird, schliessen, dass 
K 
282 Dr 1-+-%--.M. 
Zur Entwickelung von Su in eine Fourier’sche Reihe diffe- 


rentieren wir logarithmisch 


TE © IX 
Hu — 2cgt cos »— Iv(1-+2g® cos + g®) 
IR, K 


und wenden die Formel an 


1) Jacobi fund. nova $ 53, 3). Ges. W.Bd. I p. 205. Hermite, 
Ueb. d. ell. F. üb. v. Natani p. 78. 


2) Dieselbe Beziehung erhält man auch unmittelbar durch logarith- 
mische Diflerentiation der Gleichung 


k' Hu 
en 16 
at V} Ou 


Rn a 
23 Ä r? rs 
d1g(1-H2rcosa+-r?) = rcos a — 5 c08 20 4 3 Cosa 
wodurch wir schliesslich erhalten: 

Bir mu IN © (— 1)” 4”: mau 

—— GELBE FEN, angr —ı DEE] See 
Au aut ggtE SKK m I—gim sin 7. 
Die Formeln für 2» sind ganz analog. Schreiben wir 


K' K 


g=e K g=e K' 
Olu,g) = u %v,g) = % u 8. w., 


dann ist die Fläche dargestellt durch die Gleichungen: 


Bu 
a H,u Hi 
O,u He 
5 ee 2 
4) Y Ber er 
H?u Ha 
22 = (a+b) RN 


und die Formeln für 2v erhält man durch Vertauschung der 
Grössen u und v, K und Ä', k und X, q und g‘, Hund H'. 
Also wird 


oder | 
vo = Av Bv-+ CH ..., 


wo.die Öoeflfeienten A/,. Di, C’\.... aus dn AB 0 


durch Vertauschung von X und Ä hervorgehen. Desgleichen ist 


snvdno 
cn vo 


vr = Zr— kt u. 8. W. 
SD. 
Specielle Fälle. 


Die conformen Abbildungen sind gegeben durch die, 


Gleichung: 


RA ER 


| e- ni = (Yu tiRo). 
Setzen wir speciell 
f(2) — ey 
wo c eine reelle Constante, so wird 
gerBu ne toße. 


Der Vergrösserungsmassstab der Abbildung ist 


e 1 H, u H,v 


ab Yik' YHEu.0% + Odu dio 


Die eine Schaar der Krümmungslinien u — const bildet 
sich also ab als zur y-Achse parallele Gerade, die andere als 
zur «-Achse parallele Gerade. 


Für uv—= 0 ist x= 0 und &—= 0, desgleichen 
een 0; 

d. h. die durch die yge-Ebene herausgeschnittene negativ lie- 
gende Parabel bildet sich als „-Achse, die durch die wz-Ebene 
herausgeschnittene positiv liegende Parabel als £-Achse der 
Projectionsebene ab. Der Scheitel des Paraboloids wird mit- 
hin zum Öoordinatenanfangspunkt in der Ebene. Fürru=+.K 
erhält man die eine Gerade der unendlich fernen Tangential- 
ebene, für ve — + K‘ die andere; beiden werden in der Ebene 
zwei Gerade &= » und n= © entsprechen, welche mit der 
unendlich fernen Geraden zusammenfallen. Dieser Umstand, 
dass die unendlich fernen Elemente sich wieder als unendlich 
fern abbilden, ermöglicht eine äusserst genaue Abbildung. 


Andere Abbildungen zu betrachten, wäre unnütz, da dies 
ja nur hiesse, eine Ebene auf die andere conform abbilden. 
Ich will daher zum Schluss nur noch den Fall des gleich- 
seitig-hyperbolischen Paraboloids kurz erörtern. Dieses hat 
die Eigenschaft, dass alle zur z-Achse senkrechten Schnitte 
gleichseitige Hyperbeln darstellen und dass demgemäss das 
Linienpaar in der «y-Ebene orthogonal ist. Dieses orthogonale 


Linienpaar seinerseits ist dadurch ausgezeichnet, dass durch 
jeden seiner Punkte eine Erzeugende orthogonal hindurchgeht. 

Um die Formeln für‘ das gleichseitig - hyperbolische 
Paraboloid 

x? — y? = 2az 
zu erhalten, hat man zu setzen 
a=b k=k K-K' g=g H=H o=a, 

dann wird 


Rn V: g = e-" = 0,043214 ... 


x, 114,6)+ 5a 2) +.) 


und die Beziehung 5l) wird dann übergehen in: 


a 2 


KH= = » sodass @ Be 
4 AK: 
Es ist also 
2 (u V}) RR REINE 
2 AK. DH (u, e=”) 
Q (? ae er: 
EU .2 AR? H,(0;e 2) 


Die Gleichung des orthogonalnn Linienpaars «2--y’=0 z= 
ist, wie man aus 44) oder 54) leicht findet, in den parabo- 
lischen Coordinaten vu und e: 


W— er —(. 


Die entsprechende Figur in der Ebene ist 


B-n—0, 
Jenes Linienpaar bildet sich also wieder als ein 
Linienpaar ab?), das die Achsenwinkel halbiert, und es 


1) Die Art und Weise, wie w hergeleitet ist, erscheint recht be- 
merkenswert. Ohne Einführung der Grössen 4 und 4’ hätte man diesen 
einfachen Ausdruck wohl kaum erhalten können. 

2) Bei der allgemeinen Fläche bildet sich, wie man zeigen kann, 
das durch den Scheitel gehende Paar von Erzeugenden nicht als Ge- 
radenpaar in der Ebene ab. 


= A — 


lässt sich zeigen, dass es das einzige Paar von Erzeugenden 
ist, welches die Eigenschaft hat, sich wieder als gerade Linien 
abzubilden. Da bei der conformen Abbildung gemäss ihrer 
Definition alle Winkel beibehalten werden, so wird dieses 
Linienpaar 


a ee 
S N 


von den Bildern aller andern Erzeugenden des gleichseitig- 
hyperbolischen Paraboloids orthogonal geschnitten, und man 
kann sich daher leicht eine Vorstellung von dem Verlauf 
derselben machen. 


vr Lebenslauf. 
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Thesen. 


I. 
Die elliptischen Integrale zweiter Gattung sind in den 
meisten Lehrbüchern nicht allgemein und nicht ausführlich 


genug behandelt; die Eigenschaften derselben müssen aus 


a: . dlig# 
den Eigenschaften der allgemeinen Function en her- 


geleitet werden. 


II. 

Die elliptischen Functionen sind nicht durch die Integral- 
rechnung zu definieren, sondern etwa durch die Eigenschaft 
derselben, dass ihr Additionstheorem algebraisch ist, und die 
%-Functionen sind vor den elliptischen zu behandeln. 


a 11. 
Der physikalische Unterricht auf den höheren Lehranstal- 
ten darf einem Nicht-Mathematiker nicht übertragen werden. 


TY: 
Der Wert einer mathematischen Diseiplin ist nicht nach 
ihrer Anwendbarkeit auf empirische Wissenschaften zu be- 
messen. 


.—r——e 


